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PRfiSIDENCE  DE  M.  Georges  LEMOINE. 


MEMOIRES  ET  COMMUNICATIONS 

DES  MEMBRES  ET  DES  CORRESPONDANTS  DE  L’ ACADEMIE. 


MECANIQUE.  - La  Mecanique  classique  el  la  theorie  de-la  relatmtd.  ' 
Note  de  M.  Paul  Pai.xleve. 

Je  voudrais  exposer  brievemenU  PAcademie  certaines  conclusions  d’une 

et^.e.Cpnr  qUe  a the0ne.  dek  reIativit6  9ue  U publierai  prochainement 
etou  je  compare  les  postulats  de  la  theorie  de  la  relativite  (restreinte  et 
generahsee)  aux  postulats  de  la  mecanique  newtonienne.  J’y  discute  notam- 
ment  la  question  de  savoir  s’il  existe  ou  non  des  axes  privileges  parmi  tons 
les  modes  de  reference  possibles.  La  mecanique  newtonienne  repose  tout 
enttere  sur  cetaxiome,  qu’on  peut  appeler  Yaxiome  de  causalite  e n meca- 

« llest  possible,  une  fois  pour  mutes,  et  pour  tout  l’ uniters,  de  deftnir  me 
me, me  des  longueurs,  du  temps,  et  an  triidre  de  reference  tel,  que  le  principe 
de  causalite  soil  vrai  toujours  et  pcirtout.  » 

Autrement  dit,  considerons  un  systeme  materiel  dont  chaque  element 

ma Uriel?11  • r * *}  *ui  est  de  tons  les  autres  corps 

1 W 1 r'  C°ndltlons  initiales  (Positions  et  vitesses  des  elements  a 
1 instant  considere  i0)  se  reproduisent  transposes  seulement  dans  Pespace 
et  le  temps,  le  meme  mouvement  se  reproduira,  au  meme  transport  pres, 

dans  l’espace  etle  temps.  v F ’ 

Une  premiere  consequence,  e’est  que  les  lois  du  mouvement  du  systeme 
ne  dependront  pas  exphcitement  du  temps. 

Une  seconde  consequence,  e’est  Yaxiome  de  la  symetrie  ( corollaire  de 
1 axiome  de  causalite).  Si  les  conditions  initiales  presented  une  symetrie 
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quelconque  (par  rapport  a un  plan,  un  axe  ou  un  point),  la  meme  symetrie 

persistera  dans  lc  mouvement. 

Cet  axiome  de  la  symetrie  entraine  le  principe  de  Kepler  ou  de  1 mertie 

ct  une  foule  d’autres  consequences  capitales. 

Si  ces  proprietes  sont  vraies  quand  on  a adopte  un  reperage  espace- 
temps  convenable,  elles  ne  le  sont  plus  quand  on  lui  substitue  un  reperage 
arbitraire.  Sous  sa  forme  positive,  le  postulat  fondamental  de  la  doctrine 
newtonienne,  c’est  qu’un  tel  reperage  existe  effectivement.  Pour  les  new- 
toniens,  il  correspond  a une  mesure  du  temps,  des  longueurs  et  des  mouve- 
ments  absolus.  Bornons-nous  a 1’appeler  reperage  privilege. 

L’experience  a montre,  par  un  prodigieux  ensemble  de  verifications, 
aussi  precises  que  le  component  nos  mesures  acluelles,  qu’il  existe  effecli- 
vemcnt  un  reperage  espace-temps  possedant  a la  fois  toutes  les  proprietes 
attributes  a priori  par  les  nevvtoniens  au  reperage  absolu.  Aucun  autre 
reperage  ne  repond  a ces  axiomes,  sauf  ceux  qui  se  deduisent  du  premier 
par  la  substitution  aux  axes  de  nouveaux  axes  animes  relativement  aux 
premiers  d’une  translation  rectiligne  et  uniforme;  les  axes  prmlegies  sont 
ainsi  delinis  a une  translation  rectiligne  et  uniforme  pres. 

Les  doctrines  d’Einstein,  dont  j’admire  profondement  I’audace  de  pensee 

et  la  puissance  constructive,  conduiront-elles  a abandonner  defmitivement 

le  postulat  fondamental  de  la  mecanique  newtonienne?  Je  croisau  contraire 
qu’il  subsistera  de  ces  doctrines  un  corps  de  formules  qui  sans  lacontredire 
se  fondra  dans  la  science  classique,  mais  que  ne  subsisteront  pas  les  prm- 
cipes  ou  consequences  philosophico-scientifiques  qui  onl  ete,  suivant  es 
iu'-ements,  le  scandale  ou  le  miracle  de  la  theorie  de  la  relativite. 

Lorsqu’on  analyse  les  postulats  et  raisonneinents  qui  out  conduit 
Einstein  a ses  resullats  positifs  (’),  on  voit  combien  lls  sont  impregnes  de 

« newtonisme  ».  _ . 

Insistons  notamment  sur  la  formule  explicile  de  la  gravitation  dans  le 

cas  d’un  centre  unique  (2).  C’est  la  celebre  formule  qui  a donne  lieu  aux  deux 
verifications  eclatantes  : mouvement  du  perihelie  de  Mercure,  deviation 
d’un  rayon  lumineux  au  voisinage  du  Soleil. 

llapportons  le  mouvement  de  l’element  gravitant  a des  axes  O xyz  ayant 


notamment  par 


(')  Cette  analyse  sera  developpee  dans  une  Note  prochame. 

(q  Cette  remarque  a deja  ete  faite  par  plusieurs  auteurs, 

M.  Le  Roux,  dans  d’inleressantes  Communications  ( Comptes  rendus , t.  1/i,  1921, 

p.  1227,  1467). 
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le  centre  materiel  comrae  origine  O.  Pour  un  newtonien,  si  ces  axes  sont 
des  axes  absolus,  les  equations  differentielles  du  mouvement  doivent  etre 
independantes  du  temps  et  symetriques  autour  du  centre  O;  mais  si  le 
centre  O est  anime  d’un  mouvement  absolu  varie,  ou  si  les  axes  tournent 
par  rapport  aux  etoiles,  il  n’en  est  plus  ainsi.  Or,  pour  arriver  a leur  loi 
explicite  de  gravitation,  les  einsteiniens  doivent  admettre  a priori que,  le 
temps?  et  les  eoordonnees  polaires  r,  0,  o etant  mesurees  a la  maniere 
ordinaire,  leur  formule  fondamentale  doit  ne  pas  dependre  explicitement 
du  temps  et  doit  etre  dissymeLrique  par  rapport  a r,  6,  <p  autour  de  l’origine. 
Or  cette  hypothese  n’est  vraie  que  si  les  axesOarys  sont  des  axes  privi- 
legies  au  sens  newtonien  et  presuppose  par  consequent  l’existence  de  tels 
axes.  Cette  hypothese  admise,  les  einsteiniens  parviennent  au  ds2  (a  quatre 
variables)  aujourd’hui  celebre,  dont  les  geodesiques  delinissent  dans  leur 
theorie  le  mouvement  du  point  gravitant,  a savoir 

(1)  ds2  — dt- 1 1 — — V — /'2  (dO-'-i-  sin2 9 do2) — > 

r 

a designant  une  constante  arbitraire  que  determinera  la  masse  du  centre 
materiel  O. 

Mais  ce  ds 2 n’est  pas  le  seul  qui  reponde  a toutes  les  conditions  ein- 
steiniennes.  II  en  est  une  infinite  d’autres  dependant  dc  deux  fonctions  de  r 
et  le  choix  de  la  formule  (1)  entre  toutes  ces  formules  est  purement  arbi- 
traire. Parmi  ces  formules  il  en  est  d’aussi  simples  que  la  formule  (1)  et 
qui  entrainent  exactement  les  memes  verifications.  Telle  celle-ci : 

(2)  ds2—  dt2  — y J -t-  2 dr  dl\^/ j — ddl , 
avec 

dcr2—  dr 2 -(-  r2[dO-  -+-  sin2  9 dy2  ] 

( ds 2 euclidien  a trois  dimensions). 

Or  on  sail  que  pour  les  einsteiniens,  le  ds2  a une  signification  mystique 
et  universelle,  contraignant  tons  les  phenomenes  a se  couler  dans  une  sorte 
de  forme  espace-temps  comme  i’eau  dans  un  vase.  D’une  formule  deduite  de. 
l’etude  du  mouvement  des  corps  gravitants  et  de  la  propagation  de  la 
lumiere,  ils  pensent  deduire  des  consequences  relatives  aux  phenomenes 
immobiles  ou  quasi  immobiles.  G’est  ainsi  que  de  la  formule  (1)  ils 
concluent  : - 

i°  Que  les  vibrations  lumineuses  d’un  meme  alome  doivent  etre  plus 
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courtes  pres  du  Soleil  que  sur  la  Terre  (le  ralentissement  etant  le  meme 
pour  tous  les  atomes); 

20  Que  nos  solides,  dits  invariables,  nos  metres  en  particulier,  doivent 
se  raccourcir  tous  dans  le  meme  rapport  dans  la  direction  du  Soleil,  quand 
ils  sont  plus  pres  de  celui-ci. 

Lors  meme  que  la  formule  (i)  serait  imposee  sans  aucunc  ambigu'ite,  par 
la  doctrine  einsteinienne  de  la  gravitation  et  de  la  propagation  de  la 
lumiere,  les  conclusions  que  je  viens  d’cnoncer  m’apparaitraient  comme 
des  conjonctures  des  plus  audacieuses,  et  non  pas  comme  des  consequences 
inevitables  de  cette  doctrine,  qui  suffiraient  (comme  l’affirme  Einstein  avec 
sa  magnifique  franchise)  a la  faire  crouler  si  elles  ne  se  verifiaient  pas. 
Mais  l’existence  de  la  formule  (2)  et  d’une  infinite  d’autres  possibles  me 
parait  suffire  a demontrer  le  caractere  plus  qu’aventureux  de  telles  previ- 
sions. 

Si  Ton  admct,  en  effet,  la  formule  (2),  on  retombc,  pour  dt  = o,  sur 
le  ds 2 euclidien  ordinaire;  d’ou  (en  raisonnant  comme  les  einsteiniens)  la 
consequence  que  nos  solides  ne  subisscnt  aucune  contraction  dans  aucun 
sens  quand  ils  se  rapprochent  du  Soleil.  D’autres  formules,  aussi  simples, 
conduiraient  a la  conclusion  que  ces  corps  se  dilatent  dans  le  sens  du  Soleil 
au  lieu  de  se  contracter;  d’autres  encoi'e  que  les  corps  se  dilatent  perpendi- 
culairement  a la  direction  du  Soleil. 

Ma  conclusion  e’est  que  e’est  pure  imagination  de  pretendre  tirer  du  ds2 
des  consequences  de  cette  nature. 


PHYSIQUE.  — Quelques  remarques  sur  la  theorie  de  la  relativite . 

Note  de  M.  Emile  Picard. 

Ayant  ecrit,  pour  YAnnuaire  du  Bureau  des  Longitudes  de  1922,  une 
Notice  sur  la  theorie  de  la  relativite  et  l’Astronomie,  je  demande  la  per- 
mission de  faire  quelques  remarques  sur  cette  theorie,  a l’occasion  de  la 
tres  intercssante  communication  que  vient  de  faire  M.  Painleve.  En 
tragant  une  esquisse  de  la  theorie  moderne  de  la  relativite,  j’ai  voulu 
tout  d’abord  rester  narrateur  impartial,  n’ayant  pas  encore  une  opi- 
nion sur  la  place  que  l’avenir  reservera  a l’edifice,  si  seduisant  par  cer- 
tains cotes,  construit  par  Einstein,  et  me  demandant  si  e’est  un  progres  de 
cliercber  a ramener  la  Physique  a la  Geometrie;  j’admire  d’ailleurs  haute- 
ment  1’effort  accompli  dans  cette  audacieuse  tentative. 


/ 
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STANCE  DU  LUNDI  ! i NOVEMBRE  1921. 

PRESIDENCY  DE  M.  Georges  LEMOINE. 


MEMOIRES  ET  COMMUNICATIONS 

DES  MEMBRES  ET  DES  GORRESPONDANTS  DE  L’ACADGmIE. 


MECANIQUE.  — La  gravitation  dans  la  Mecanique  de  Newton 
et  dans  la  Mecanique  d’ Einstein.  Note  de  M.  Paii.  PuaxkvB. 

Le  but  de  cette  Note  est  de  preciser  les  concordances  et  les  divergences 
des  deux  theories. 

I.  La  gravitation  d’apre's  Newton.  — Soit  O xyz-  des  axes  absolument 
fixes  au  sens  de  Newton,  et  S une  sphere  solide  materiellement  symetrique 
autour  de  son  centre  C.  A l’instant  t0,  S est  abandonne  sans  vitesse  dans 
une  position  ou  G coincide  avec  O;  si  S est  tres  cloigne  de  tons  les  autres 
corps  materiels,  il  restera  immobile  par  rapport  au  triedre  0 xyz  (principe 
de  Kepler). 

Supposons  maintenant  qu’un  autre  solide  analogue  S'  se  trouve,  a lins- 
tantz0,  sans  rotation  initiale,  en  presence  de  S,  tous  les  autres  corps  etant 
tres  eloignes  du  systeme  S',  S.  En  vertu  du  poslulat  des  conditions  initiates, 
le  mouvement  du  systeme  est  determine  par  la  position  et  la  vitesse  de  ses 
Elements  a Finstant  t0 , c’est-a-dire  ici  de  P (puisque  S initialement  est  sans 
vitesse,  C occupant  la  position  O). 

Le  plan  fixe  II  qui  contient  O,  P0  et  la  vitesse  initiale  de  P etant  un  plan 
de  symetrie  de  ces  conditions  initiales,  la  trajectoire  de  P (comme  celle 
de  C)  sera  contenue  dans  le  plan  II  (axiome  de  la  symetrie ),  par  suite  aussi 
Facceleration  de  P.  Si,  a un  autre  instant  l ,,  le  systeme  S',  S est  place  dans 
les  memes  conditions  initiales  qu’a  Finstantc0,  a une  certaine  rotation  pres 
autour  de  O,  le  mouvement  du  systeme  apres  l’instant  t , se  deduira  par  la 
meme  rotation  du  mouvement  apres  I’instant£,  ( axiomede  causalite).  Enfin 
C.  R.,  1921,  2"  Semestre.  (T.  173,  N”  20.)  67 


ACADfiMIE  DES  SCIENCES. 


874 

si  la  vilesse  initiale  de  P est  nulle,  la  droite  fixe  OP0  est  axe  de  symetrie  des 
conditions  initiales;  le  mouvement  de  P (comme  celui  de  C)  a lieu  suivant 
cette  droite;  Facceleration  de  P est  done  dirigee  selon  cette  droite;  elle  est 
nulle  ( pnneipe  de  Vinertie ) si  la  distance  OP„  est  tres  grande. 

Les  axes  Oxyz  jonissent  en  outre  de  cette  propriete  que,  dans  le  vide  et 
a grande  distance  de  Lout  corps  materiel , un  rayon  lumineux  se  comporte 
comme  la  trajectoire  d’un  point  materiel,  e’est-a-dire  que  la  lumiere  se 
propage  en  ligne  droite  avec  une  vitesse  constante. 

Nous  donnerons  a cet  ensemble  de  principes  le  nom  d 'axiomes  newlomens 
fondamenlaux . 

Dans  la  tbeorie  desondulations,  le  dernier  principe  se  complete  du  suivant 
que  j ’a p pel lera i pour  abreger  axiome  de  Fresnel. 

Dans  le  vide  et  a grande  distance  de  tout  corps  materiel,  la  vitesse  de  la 
lumiere  est  la  meme  dans  tous  les  sens  (' ). 

Poslulat.  de  Galilee.  — Les  accelerations  des  elements  du  sysleme  P,  S a 
V instant  t,  nc  dependent  que  de  la  position  du  sysleme  a cel  instant  et  non 
de  ses  vitesses  ( 2). 

Ge  principe  a ete  admis,  en  fait,  par  les  Newtoniens  en  vertu  des  observa- 
tions astronomiques.  Je  le  distingue  neanmoins  des  precedents,  parce  que 
la  conception  newtonienne  de  la  causalite  en  Mecanique  subsiste  meme  sile 
principe  de  Galilee  est  en  defaut. 

Adinettons  ce  postulat  dans  le  cas  ou  aucun  phenomene  electromagne- 
tique  ne  se  mele  a la  gravitation.  II  entraine  cette  consequence  remarquable 
que  l’ acceleration  de  P a un  instant  l est  dirigee,  ainsi  que  celle  de  C,  suivant 
la  droite  PC  comme  dans  le  cas  oil  les  vitesses  de  P et  de  S son!  nulles.  L’ac- 
celeration  de  P (comme  celle  de  C)  est  independante  de  la  rotation  des 
deux  corps  S'  et  S autour  de  leur  centre.  Elies  s’annulent,  Pune  et  Pautre, 

avec  si  r designe  la  distance  PC.  Enfin,  si  S'  se  reduit  a un  element  infi- 
nitesimal P.  Facceleration  de  S est  sensiblement  nulle. 

En  defi  nitive,  la  tbeorie  newtonienne  admet  qu’on  peut  definir  une  mesure 
du  temps  et  des  distances  et  choisir  des  axes privilegies  Oxyz  de  telle  fagon 
que  tous  les  principes  precedents  soient  vrais.  Si  (sans  changerla  mesure  du 
temps  et  des  distances)  on  substitue  au  triedre  Oxyz  un  triedre  anime 

(*)  Dans  la  tbeorie  de  V emission , e’est  cette  vitesse  dimiuuee  geometriquement  de 
la  vitesse  absolue  de  la  source  qui  est  la  meme  dans  tous  les  sens. 

(2)  Le  mouvement  de  I*  est,  pour  Galilee,  une  sorle  de  cornpromis  continuel  entre 
la  vitesse  acquise  et  I’influence  du  corps  S. 
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d une  translation  rectiligne  et  uniforme,  tous  les  prineipes  precedents  sub- 
sisted, sauf  i’axiome  de  Fresnel. 

Nous  nous  placerons  desormais  inclusivement  dans  bhypothese  ou  le 
€ORns  S'  est  un  element  infinxtesimal.  Dans  ce  cas,  C reste  sensiblement 
immobile  (si  sa  vitesse  initiale  est  nulle)  ou  est  anime  d’un  mouvement  sen- 
siblement  rectiligne  et  uniforme. 

D’ou  cette  conclusion  : 

Les  axes  O xyz  ay  am  conslamment  C comme  origine  et  des  directions  abso- 
lument  fixes  (c  est-a-dire  en  fait  fixes  par  rapport  aux  etoiles  loinlaines), 
tous  les  axiomes  precedents  restent  vrais  ( sauf  peut-etre  celui  de  Fresnel)  (ff 

Le  mouvement  du  point  P sera  done  un  mouvement  plan.  Si  r,  0 desi- 
gnent  les  coordonnees  polaires  dans  ce  plan,  les  equations  du  mouvement 
(en  vertu  des  axiomes  newtoniens  fondamentaux)  seront  de  la  forme 


/ dr 

d0\ 

d-B  ( 

dr 

dd\ 

(/’’  di ’ 

dif 

'■  dt 5 

’ di  ) 

eiles  ne  dependront  explicitement  ui  de  l,  ni  de  0. 

Fn  xertu  du  principe  de  Galilee,  l’acceleration  de  P sera  ceutrale  et  fonc- 
tion  seulernent  de  r ; les  composantes  de  l’aceeleralion  suivant  le  rayon 

vecteur  et  la  normale  a ce  rayon  etant  r'! — /*0'2  et  — /•-()',  les  equations  (1) 
prendront  la  forme 


(2) 


d%  r 
dcl 


, d0 
' dt 


— const., 


oil  b est  — ou  -t-  suivant  que  [’acceleration  est  dirigee  vers  O ou  en  sens 
contraire. 

Les  postulats  precedents  laissent  completement  indeterminee  la  fouc- 
tion  F(r).  Des  observations  aslronomiques,  Newton  a deduit  que  : 

1 0 L acceleration  b (r)  est  la  merne  (r  etant  donne ) pour  tous  les  elements  P 
(infinilesimaux) ; 

2°  F(t)  est  negatif  et  inversement  proportionnel  an  carre  de  la  dis- 
tance. 


(')  Si,  au  postulat  de  Galilee, on  substituait  celui-ci  (moins  restrictif)  : « Pour  une 
position  determinee  de  P et  S,  l’ acceleration  de  P ( comme  celle  de  G)  ne  defend 
que  de  la  difference  geometrique  des  vitesses  absolues  de  P et  de  C »,  une  Iran  da  lion 
rectiligne  el  uniforme  imposee  aux  axes  O xyz  laisserait  subsister  lous  les  axiomes 
precedents,  sauf  celui  de  Fresnel,  mais  on  ne  pourrait  conduce  qu’a  la  forme  (1)  des 

equations  du  mouvement  et  non  9 Ja  forme  (2}, 
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V equation  dc  Laplace-Poisson.  — Si  I on  pose 


U sera  de  la  forme 


U 


I F (r)dr. 


r 


p,  designant  une  constante  positive,  la  meme  pour  tous  les  elements  P.  On 
sait  que  U verifie,  en  dehors  du  corps  S,  l’equation  de  Laplace, 


(3) 


AT.  <)2U  d2U 
ATJ  ~ + dy2 


<t2U 
dz 2 


et  qu’a  l’interieur  dc  la  sphere  S (supposee  homogene)  AU  est  egal  a une 
constante  negative  ( equation  de  Poisson).  Inversement,  ces  conditions 
imposees  a U,  jointes  a celle  de  s’annuler  a l’infini,  imposent  a U (cn 

dehors  de  S)  la  forme  U = 

II  suit  de  la,  conime  on  voit,  qu’on  peut  donner  a la  theorie  de  la  gravi- 
tation newtonienne  la  forme  suivante  (principe  de  la  moindre  action)  : Les 
trajectoircs  du  point,  P sorit  les  geodesiques  du  ds- 

ds*=(U -t- ^(dx'+dy'  + ds*),  (/i  constante  arbitrage), 

oil  U est  une  function  de  x,  y,  z qui  s’ annule  a l’ in  find  dont  le  AU  est  mil  a 
Vexterieur  de  la  sphere  S el  est  egal  a une  constante  negative  dans  S. 

On  peut  dire  encore  que  U doit  ctre  une  fonction  de  r qui  satisfait  en 
dehors  de  S,  a l’equation  de  Laplace. 

Substituons  maintenant  aux  coordonnees  rectangulaires  x,  y,  z des  coor- 
donnees curvilignes  quelconques  u,  v,  w.  Le  ds 2 prend  la  forme 


cls^  — [til;/  w)  -r  l>  ] j .1  <jdu--+-  2F  dlldvt  + . . . j 

= (U  + h)da\ 

ou  E,  F,  ...  satisfont  aux  conditions  in  variant  es  (equations  aux  derivees 
partielles  du  deuxieme  ordre)  qui  expriment  que  le  da2  est  euclidien,  et  ou 
U(«,  P,  w)  satisfait  a une  equation  aux  derivees  partielles  du  deuxieme 
ordre,  dont  les  coefficients  dependent  de  E,  F,  . . . equation  lineaire  ou  U ne 
figure  pas  explicitement,  et  qui  est  egalement  invariante.  On  a mis  ainsi 
les  equations  nevvtoniennes  du  point  gravitanl  sous  une  forme  invariante 
dans  n’importe  quel  chahgementde  variables  spatiales (ou  £n  intervienlpas). 
Mais  il  importe  de  remarquer  que,  quelle  que  fut  la  loi  de  1 attraction 
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universelle,  si  par  exemple  F(r)  etait  en  raison  inverse  de  r' r,  on  pourrait 
encore  donncr  aux  equations  une  forme  invariante,  qui  definirait  les  lois  du 
mouvement  a une  transformation  pres  des  variables  u,  v,  w.  Seulement, 
cette  forme  serait  beaucoup  plus  compliquee. 

Ces  remarques  sont  importantes  pour  Tintelligence  de  ce  qui  va 
suivre. 

II.  La  gravitation  d’apres  Einstein.  — Ayant  critique  avec  profondeur  la 
notion  de  simultaneity  absolue , et  ayant  conclu  a son  inanite,  les  Einsteiniens 
posant  en  principe  que,  dans  toutes  nos  experiences,  nous  ne  faisons  jamais 
que  constater  la  coincidence  de  deux  phenomenes  au  meme  point  de  l'espace 
et  au  meme  instant,  ou,  pour  parler  leur  langage,  au  mPme  point  de 
V espace-temps . Comme  cette  coincidence  subsiste  quel  que  soit  le  chan- 
gement  qu’il  nous  plait  de  faire  sur  les  quatre  variables  at,  y,  z,  t qui 
reperent  1’espace-temps,  ils  concluent  au  principe  suivant  que  j’appellerai 
principe  de  l’Invariance  : « Toutes  les  consequences  positives  de  la  Science 
peuvent  recevoir  une  forme  invariante  dans  un  changement  arbilraire  des 
quatre  variables  qui  definissent  V espace-temps . » 

Ce  principe  ne  me  parait  pas  contestable,  a condition  du  moins  de  bien 
le  preciser.  Je  l’enoncerai,  pour  ma  part,  ainsi  : « II  est possible  de  tirer  des 
lois  de  la  Nature  des  consequences  invanantes  dans  tout  changement  du  reperage 
espace-temps , et  qui  definissent  cf.s  lois  a un  tel  changement  pres.  » 

Mais  precisement  parce  que  ce  principe  est  un  truisme  incontestable,  il 
ne  peut  rien  donner  a lui  seul;  quelles  que  soient  les  lois  de  la  nature  qu’il 
nous  p!aise  d’imaginer,  on  pourra  les  y plier.  Reprerions,  par  exemple,  les 
equations  newtoniennes  du  mouvement  d’un  point  gravitant,  eteffectuons-y 
sur  les  quatre  variables  x,  y,  z , t le  changement  en  w,  v,  w,  t le  plus  general. 
Nous  pourrons  en  deduire  des  consequences  invarianles  dans  un  tel  chan- 
gement de  variables,  mais  ces  Consequences  seront  artificielles  gauches  et 
compliquees.  v 

Ce  qu  a cherche  tout  d abord  Einstein,  c’est  de  substituer  aux  equations 
de  la  Mecanique  classique  des  equations  qui  leur  ressemblent,  qui  con- 
duisent  dans  les  cas  les  plus  frequents  a des  conclusions  presque  identiques, 
mais  dont  la  forme  naturelle  soit  invariante  dans  le  changement  le  plus 
general  des  quatre  variables  espace-temps. 

Cette  tentative  rappelle  celle  de  Lagrange,  et  en  meme  temps  s’en 
differencie.  Lagrange  a donne  aux  equations  de  la  Mecanique  une  forme 
invariante  dans  toute  transformation  spatiale  qui  ne  touche  pas  au  temps, 
mais  cette  forme  n’est  qu’une  autre  maniere  de  les  ecrire.  Les  Einsteiniens, 
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eux,  font  une  re  louche  a ces  equations,  pour  etendre  l’invariance  & la  trans- 
formation espace-temps. 

Soient  x,,  x2,  x3,  x,  les  quatre  variables  arbitrairement  choisies,  qui 
rep&rent  dans  l’espacc-temps  un  element  materiel  quelconque  P,  et  suppo- 
sens  P en  presence  d’un  milieu  donne.  Les  Einsteiniens  admettent  que  son 
mouvement  est  defini  par  les  geodesiques  d’un  ds-  a quatre  variables, 
forme  quadratique  en  dx , , dx.3,  dx3,  dx et  somme  d un  carre  positif  et  de 
trois  carres  negatifs. 

Dans  tout  mouvement  reel,  le  ds2  reste  positif ; les  mouvements  qui 
correspondent  a ds*  = o defmissent  les  trajectoires  et  la  vitesse  des  rayons 
lumineux. 

Cas  d’un  element  P ires  eloign, e de  tout  autre  corps  materiel.  — Le  ds-  dans 
ce  cas  est  euclidien;  autrement  dit,  ses  coefficients  satisfont  aux  conditions 
invariantes  du  deuxieme  ordre  qui  sont  necessaires  et  suffisantes  pour  qu  on 
puisse,  par  un  changement  convenable  des  quatre  variables,  ramener  le  ds 
a la  forme 

. dt-  — dx-  — dv1  — rfy*. 

Geci  revient  encore  a dire  que,  moyennant  un  choiv  convenable, 
soil  xy  y,  Zy  t , des  variables  espace-temps,  x,  y,  z seront  des  fonctions 
lineaires  de  t pour  tout  element  malex'iel  P place  loin  des  autres,  et  poui  la 
trajectoire  des  rayons  lumineux,  ces  derniers  satisfaisant  en  outre  a la 
condition 

dx--rdy2r-dz^—dl2. 

G’est  la  une  consequence  (invariante  dans  tout  changement  des  variables 
espace-temps)  des  axiomes  de  lvepler  et  de  Fresnel,  mais  la  reciproque 
n’est  pas  vraie.  Pour  avoir  le  principe  complet  de  Kepler  et  l’axiome 
complet  de  Fresnel,  il  faudra  ajouter  que  x,y,  z sont  alors  les  coordonnees 
definies  par  un  triedre  trirectangle  convenablement  choisi  et  t le  temps 
ordinaire  mesure  par  un  observateur  lie  a ce  triedre.  11  faudra  en 
outre,  pour  les  verifications  experimentales,  modifier  materiellement  ce 
triMre. 

Tmaginons,  par  exemple,  que  pour  un  observateur  lie  a la  terrc  et  tour- 
nant  avec  elle  ainsi  que  son  triedre  Oxyz,  les  corps  tres  eloignes  aient 
une- acceleration  constante,  mais  formidable,  parallele  a la  ligne  des  poles, 
et  que  les  rayons  lumineux  dessinent  par  suite  des  paraboles  a courbure  tres 
acoentuee.  Le  principe  d’inertie  einsteinien  serait  verifie.  Pourtant,  il 
serait  en  complete  discordance  avec  la  mecanique  newtonienne;  le  triedre 


STANCE  DU  I 4 NOVEMBBE  I 92 I.  879 

par  rapport  auquel  le  principe  d’inertie  serait.  vrai  n’aurait  pas  ses  direc- 
tions fixes  par  rapport  aux  etoiles. 

Imaginons  encore  que,  pour  les  memes  observateurs,  Os  etant  parallele 
a la  ligne  des  poles,  le  mouvement  de  P soitdefini  par  les  equations 

x — al+b,  y — a!tlbu  3 = («2£ -+-£,)(«,  i -t- &(  )(«£-+- &) , 

a,  b,  a,,  bn  a2,  b 2 etant  six  constantes  arhitraires. 

Le  principe  d’inertie  einsteinien  serait  vrai,  et  pourtant  il  n’existerait 
aucun  triedre  de  reference  par  rapport  auquel  le  principe  de  Kepler  le  serait. 

Enfin,  demiere  et  importante  remarque,  le  principe  d’inertie  einsteinien 
subsisterait  meme  si  I’experience  de  Michelson  avait  donne  des  resultats 
contraires  a ceux  qu’elle  a effectivement  donnes,  c’est-a-dire  si  elle  avait 
mis  en  evidence  le  mouvement  de  la  Terre.  II  suffit  en  effet,  pour  que  ce 
principe  soit  vrai,  qu’il  existe  au  moins  un  reperage  pour  lequel  le  principe 
de  Kepler  et  celui  de  Fresnel  soient  vrais  simultanement. 

En  realite,  les  Einsteiniens  admettent  les  postulats  suivants  : soit  S un 
globe  materiel  ayant  la  symetrie  d’une  sphere  autour  de  son  centre,  ties 
eloigne  dc  tous  les  autres  corps  et  ne  tournant  pas  par  rapport  aux  etoiles. 

Des  observateurs  sont  emportes  sur  ce  globe  avec  leurs  instruments;  ils 
mesurentle  temps  et  les  longueurs  comme  nous  les  mesurons  sur  la  Terre, 
et  rapportent,  les  positions  des  autres  corps  a leur  globe;  pour  ces  observa- 
teurs, les  principes  de  Kepler  et  de  Fresnel  enonces  a la  fagon  ordinaire  sont 
vrais.  Ils  le  seront  egalement  pour  les  observateurs  de  tout  autre  globe  S', 
analogue  a S,  eloigne  de  tous  les  autres,  et  ne  tournant  pas  par  rapport  aux 
etoiles  : pour  les  observateurs  de  S,  S'  sera  anime  d’une  translation  recti- 
ligne  et  uniforme  (et  reciproquement). 

En  un  mot,  parmi  tous  les  reperages  possibles,  les  Einsteiniens  admet-, 
tent  qu’il  en  est  de  privilegies  : ces  reperages  coincident  avec  ceux  qualifies 
d 'absolus  paries  Newtoniens  et  repondent  aux  memes  postulats  fondamen- 
taux,  a cette  precision  pres  : dans  les  deux  theories,  il  existe  une  infinite 
d'axes  privilegies  absolus;  dans  la  theorie  d’Einstein  comme  dans  celle  de 
remission,  la  vitesse  de  la  lumiere  issue  dTme  source  au  repos  (’)  par  rap- 
port aux  axes  absolus  choisis  O xyz  est  la  meme  dans  tous  les  sens  (et  la 

(’)  Des  travaux  recents  semblent  prouver  que  cette  vitesse  est  independante  du 
mouvement  propre  de  la  source,  mais  la  question  merite  d’etre  appiofondie  et  dis- 
cutee.  Dans  la  theorie  de  remission,  c’est  la  vitesse  du  rayon  lumineux,  diininuee 
geometriquement  de  la  vitesse  de  la  source  (par  rapport  a Qxyz)  au  moment  de 
1’emission,  qui  est  la  meme  pour  tous  les  rayons.  . ; ;•  t • • 
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meme  pour  tous  les  axes  absolus);  dans  la  theorie  des  ondulations,  ce  n’est 
vrai  que  pour  les  axes  absolus  fixes  relativement  a Tether. 

Cette  divergence  entraine  une  difference  essentielle  dans  les  formules 
qui,  dans  Tune  et  Tautre  theorie,  permettent  de  passer  des  mesures  des 
observaleurs  S aux  mesures  des  observateursS'.Mais  je  n’insiste  pas  aujour- 
d ’ll ui  sur  ce  sujet.  II  me  suffit  de  retenir  cette  conclusion  : d’apres  la 
theorie  elassique,  S reste  indefiniment  immobile  par  rapport  a Tether  s’il 
Test  initialement.  11  y a,  dans  ce  cas,  coincidence  complete  entre  les  postu- 
lats  fondamentaux  einsteiniens  et  newloniens. 

II  irnporte  a ce  sujet  d’eviter  une  confusion  qui  s’est  glissee  dans  beau- 
coup  d’esprits  et  meme  chez  des  physiciens  a la  lecture  superficielle  de 
certaines  formules  audacieuses  et  trop  ramassees,  telles  que  celle-ci  : 
« L’expression  des  lois  de  la  nature  est  independanle  du  mode  de  repe- 
rage  qu’il  nous  plait  d’adopter.  » Ils  en  ont  conclu  que,  si  le  globe  S,  par 
exemple,  tournait  par  rapport  aux  etoiles,  les  observateurs  emportes  avec 
lui  ainsi  que  leurs  instruments  de  mesure,  verront  encore  la  lumiere  se  pro- 
pager  en  ligne  droiLe,  puisque  Texpression  des  lois  de  la  nature  devrait 
rester  la  meme.  (Test  cette  interpretation  completement  erronee  de  la 
theorie  de  larelativite  qui  a provoque  tant  de  discussions  sur  des  expe- 
riences telles  que  celles  de  M.  Sagnac.  En  realitesi  S tourne  relativement 
aux  etoiles,  la  lumiere,  d’apres  la  theorie  elassique,  decrira  pour  les  obser- 
vateurs de  S une  sorle  de  spirale,  a courbure  peu  accentuee  a cause  de  la 
grande  vitesse  de  la  lumiere,  et  quo  les  formules  classiques  du  changement 
d’axes  permettent  facilement  de  calculer.  Dans  la  theorie  d’Einstein,  ces 
formules  sonttres  legerement  modifiers  par  Tinfluence  de  la  rotation  sur  les 
mesures  des  observateurs  tournants.  Mais  cette  modification  est  si  faible 
que  la  spirale  einsteinienne  decrite  par  la  lumiere  coincide  avec  la  spirale 
elassique  a des  divergences  pres  imperceptibles  dans  nos  experiences 
actuellcs.  Cette  simple  remarque  suffit  a couper  court  a toutes  les  difficult.es 
qu’on  a cru  pouvoir  suscitera  propos  de  Texperience  de  M.  Sagnac  ('). 

III.  Casd’un  element  tres  petit  P en  presence  d’ un  corps  spherique  S,  tousles 
autres  corpselant  tres  eloignes.  — Si  le  corps  S (de  centre  O)  ne  tourne  pas 
par  rapport  aux  etoiles,  les  Einsteiniens  ad  inettent  que,  pour  les  observateurs 
de  S,  le  mouvement  de  P repond  a tous  les  axiomes  newtoniens  fonda- 
mentauxrelatifsau  cas  ou  S est  ubsolument  fixe . Rapporle  a des  axes  O xyz  de 


(')  Voir  la  Communication  de  M.  Langevin  du  7 novembre  1921,  Communication 
qui  Concorde  avec  ce  qui  precede. 
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directions  fixes  relativement  aux  etoiles,  le  mouvement  de  P sera  done  plan 
et  ses  equations  en  coordonnees  polaires  r et  9 (depoleO)  seront  de  la 
forme  (1),  e’est-a-dire  ne  dependront  explicilement  ni  de  t ni  de  9.  Pour  aller 
plus  loin,  la  Mecanique  classique  ad  met  le  principe  de  Galilee  (a  savoir  que 
l’aceeleralion  de  P a un  instant  t ne  depend  que  de  la  position  de  P),  et  elle 
parvienl  ainsi  aux  equations  (2).  La  Mecanique  einsteinienne,  elle,  admet 
que  les  equations  du  mouvement  doivent  rentrer  dans  la  classc  tres  etendue, 
mais  pourtant  exceptionnelle  des  systemes  d’equations  du  deuxieme  ordre 
qui  definissent  les  geodesiques  d’un  ds'2  a qualrc  variables.  En  vertu  des 
postulats  precedents,  si  Ton  adopte  lereperage  desobservateurs  de  S,  a savoir 
les  coordonnees  polaires  de  l’espace  de  centre  O et  le  temps  ordinaire, 
ce  ds 2 doit  etre  alors  de  la  forme 

(3 ) ds1  — A (r)  dd  — 2 B(r)  dt  dr  — C (/  ) [r2  dO 2 sin2  Q — D (/■ ) dr"1. 

Pour  r — ce,  en  vertu  du  principe  de  l’inertie  et  de  l’axiome  de  Fresnel, 
on  doit  avoir  A = V,  B = o,  C = D = t , la  quantite  V designant  la  vitesse 
de  la  lumiere  loin  de  toute  matiere,  vitesse  que  par  un  choix  convenable 
d’unites  nous  supposerons  egaie  a 1. 

IV.  Conditions  einsteinienn.es  invariantes.  — Quelles  que  soient  d’ailleurs 
les  functions  A,  B,  C,  D de  ?-que  l’experience  nous  conduirait  a adopter,  il 
serait  toujours  possible  de  former  des  conditions  invariantes  auxquelles 
devraient  satisfaire  les  coefficients  de  ds--  quand  on  y remplace  r,  9,  cp  et  t en 
fonction  de  quatre  variables  entierement  quelconques.  Mais  Einstein  veul 
a priori  que  ces  conditions  invariantes  soient  des  equations  aux  derivees 
partielles  du  deuxierne  ordre  d’une  forme  speciale,  qui  .s'inspirent  a la  fois 
des  tbeories  de  la  gravite  newtonienne  en  coordonnees  curvilignes,  etde  la 
theorie  de  la  courbure  des  surfaces  ordinaires. 

Ce  sont  ces  restrictions  capitales,  et  non  le  truisme  pur  et  simple  de 
l’invariance,  qui  parmi  les  ds 2 de  la  forme  (3)  ne  laissent  subsister  que  les 
suivants : 

[ dl  - x ( /• ) dr ] 2 - f1  ( r)  [d9*-hsia*0  t/©2]  - dri , 

1 ItL 

f{r) 

ou  [J.  est  une  constante  et  oil  /'ety^  sont  deux  fonctions  arbitrages  de  r lelles 
seulementque  x(r)  tende  vers  zero  et/'(r)  (toujours  positif)  tende  vers  1, 
quand  r tend  vers  l’infini. 

V.  Revcrsibilite  des  mouvements.  — Admettons  en  outre  que  les  lois  du 
mouvement  ne  changent  pas  quand  on  change  t en  — t\  alors  dt  ne  doit 


(4)  ds-  — 


An 
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figurer  que  par  son  carre,  et  le  ds - est  necessairement  de  la  forme  (H) 

(5)  ds *= 

l~~W) 

ou  f doit  etre  positif  et  tendre  vers  Funite  pour  r = 00  . 

Les  Einsteiniens  admettent  enfin  que  la  constante  u.  et  la  fonction  f(r') 
sont  les  memes  quel  que  soit  V element  P. 

Enfin  si  le  corps  S (de  centre  O)  tournait  par  rapport  aux  etoiles,  soient 
O xyz  desaxes  de  direction  fixe  par  rapport  aux  etoiles  : d’apres  les  Eintei- 
niens  1’irifluence  de  la  rotation  sur  les  instruments  de  mesure,  pour  les 
observateurs  du  globe  S,  est  negligeable  a moins  d’une  rotation  formi- 
dable, en  sorte  que  tout  ce  qui  precede  s’applique  encore  au  mouvement 
de  P par  rapport  a O xyz. 

Comparaison  des  postulats  des  theories  de  la  gravitation  d apres  Newton  et 
Einstein.  — Les  directions  des  axes  O xyz  etanl  fixes  par  rapport  aux  etoiles 
et  les  variables  r,  0,  <9,  t dcsignant  les  coordonnees  polaires  ordinaires  de 
pole  O (centre  de  S)  et  le  temps  mesures  par  les  observateurs  de  S,  les 
deux  theories  admettent  les  principes  concordanls  suivants  : 

i°  Le  mouvement  du  point  P quand  il  est  tres  eloigne  de  tous  les  autres 
corps  est  rectiligne  et  uniforme. 

20  Les  lois  du  mouvement  autour  de  O du  point  gravitant  P ne  dependent 
pas  explicilement  de  t et  repondent  a la  symetrie  dune  sphere  autour 
de  son  centre  O. 

Par  suite,"  la  trajectoire  de  P est  plane,  son  plan  contenant  O;  eten  coor- 
donnees polaires  planes  r,  6,  les  equations  dc  mouvement  sontdes  equations 
du  deuxieme  ordre  oii  ni  0,  ni  t ne  figurent  explicitement  (equations  de  la 
forme  (1)]. 

3°  Les  lois  du  mouvement  ne  changent  pas  quand  on  change  t en  — t. 

4°  L’acceleration  d’un  element  P pour  une  position  et  une  vitesse  donnees 
de  cet  element  est  la  meme  quel  que  soit  cet  element. 

3°  Dans  l’espace  inlerslellaire  la  lumiere  se  propage  en  ligne  droite  avec 
une  vitesse  constante  pour  une  direction  donnee. 

Postulats  divcrgents.  — En  employant  les  equations  classiques  de  la 
Mecanique  sous  la  forme  du  principe  de  la  moindre  action,  on  peut  mettre 
en  parallele  les  postulats  divergents  ainsi  : 

(')  Les  Einsteiniens  qualifient  de  statique  tout  ds 2 oil  t ne  figure  pas  explicitement 
et  oil  dl  ne  figure  que  par  dt-.  Les  proprietes  malhematiques  de  tels  ds 2 sont  bien 


connues. 
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Theorie  classique. 

i"  Si,  sans  changer  ie  temps,  on  intro- 
duit  des  coordonnees  curvilignes  quel- 
conqnes  u,  v,  iv  a u lieu  de  as,  y,  z,  le-  trajec- 
toires  du  mouvement  sont  les  geodesiques 
d’un 

da2  — (U  -4-  h)  da\, 

oil  da\  est  une  forme  qnadratique  en 
du,  dv , dw,  dont  les  coefficients  satisfnnt 
aux  conditions  invarianles  (equations  aux 
derivees  parlieiles  du  deuxieme  ordre)  qui 
expriment  que  ie  da\  est  euclidien  et  oil 
U(m,  v,  w),  en  dehors  du  globe  S,  satis- 
fait  a 1’equation  de  Laplace  en  cooidon- 
nees  curvilignes,  equation  invarianle  du 
deuxieme  ordre  lineaire  et  homogene  et 
oil  U ne  figure  pas  explicilemenl. 

2°  Dans  la  theorie  des  ondulations,  la 
vitesse  de  la  lumiere,  loin  de  tout  corps 
materiel,  n’est  la  meme  dans  tous  les  sens 
que  si  S est  absolument  fixe  et  non  anime 
d’une  translation  par  rapport  a l’ether. 

Dans  la  theorie  de  I’emission,  la  vitesse 
de  la  lumiere  est  la  meme  dans  tous  les 
sens  si  la  source  lumineuse  est  fixe  par 
rapport  aux  axes  Oxyz, 


Theorie  d’Einslein. 

1“  Les  mouvements  de  P sont  definis 
par  les  geodesiques  d’un  ds 2 a quatre  di- 
mensions dont  les  coefficients  doivent 
s.atisfaire  a certaines  conditions  inva- 
riantes  dans  n’importe  quel  changement 
des  vaiiables  espace-lemps,  conditions  aux 
derivees  partielles  du  deuxieme  ordre,  de 
forme  speciale  et  qui  laissent  au  probleme 
le  degre  d’indetermination  que  l’experience 
sembie  indiquer. 


2“  La  vitesse  de  la  lumiere  loin  de  tout 
corps  materiel  est  la  meme  dans  tous  Ifis 
sens,  et  les  geodesiques  pour  lesquelles  ds'2 
est  nul  definissent  les  trajectoires  et  le 
mouvement  de  la  lumiere. 


Conclusions  de  tous  les  postulats  ( avec  Temploi  des  variables  t,  r,  9 , ®). 

— + —/-l. , 

I_“7v) 

p consiante,  f fonction  arbitraire  de  r 
telle  que  f (r ) 

soit  positif  et  tende  vers  zero  avec  — » 

r 

Comparaison  avec, les  observations  astronomiques . — Dans  ces  observations, 
le  maximum  et  le  minimum  r,  et  r.2  de  la  distance  de  la  planete  P au  centre 
du  soleil  S sont  parmi  les  elements  les  mieux  mesures.  Soit  co  bangle  de  ces 
deux  rayons  vecteurs  r, , r.,  et  posons  : 


i! 

X [ofr2- 1-  r2(d92- 1-  sins5  ofo2)], 
;jl,  constante. 


r,+  r2=2(i, 


f'x  — 1~ 
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dans  la  theorie  newtonienne,  a est  le  demi-grand  axe  et  c l’excentricite  de 
1’ellipse  keplerienne.  Soit  enfin  T 1’intervalle  de  temps  qui  s’ecoule  entre 
deux  perihelies  successifs.  Dans  la  theorie  newtonienne,  des  formules 
classiques  donnent 


Dans  la  theorie  einsteinienne,  la  trajectoire  de  P ne  se  ferine  pas  ('),  et 
si  Ton  pose 

/('■i)=/i7  f(r.2)=ft,  2«=/,+/i, 


on  a 

(7) 


■ P 


et 


CU T.  — 3 T.[X 


/l  + _ 

fjz 


En  outre,  la  deviation  8 d’un  rayon  lumineux  issu  d’une  etoile  et  passant 
pres  du  bord  du  Soleil  pour  un  observateur  tres  eloigne  place  de  l’autre  cote 
dji  Soleil  est 


(8) 


l designant  le  rayon  du  Soleil. 

Dans  loutes  ces  formules,  les  unites  sont  choisies  de  facon  que  la  vitesse 
de  la  lumiere  V soit  egale  a i . 

La  comparaison  des' formules  (6)  et  (y)  montre  que  u.  doit  differer  tres 
peu  de  p.,  et^-~  tres  peu  de  l’unite  (du  moins  dans  le  champ  des  observa- 


tions astronomiques).  La  quantile 


4ir  -a2 
-fT 


diflerera  done  tres  peu  de 


~fr~ 


et  de  7-  = -di_(en  chifTres  ronds).  Pour  chaque  planete,  la  quanlite  - 
/ a to1’ a x J 11  ' 

. r.  ■ , 4 l . 4 

sera  inlerieure  a — j r < — 

106  a(i  — e ) ^ 106 

Einstein  admet  que  y’(r)  = r;  cette  identification  n’est  done  pas  une  con- 
sequence de  la  relativite,  mais  elle  est  imposee  approximathement  par  une 
premiere  confrontation  avec  les  observations  astronomiques. (*) 


(*)  L’annee  siderale  T'  (temps  necessaire  pour  que  le  rayon  vecteur  SP  reprenne  )a 
meme  direction  stellaire)  difiere  alors  de  T ; elle  est  plus  courte  d une  petite  duree  qui 
depend  de  la  direction  stellaire  SE  prise  comme  repere;  la  difference  est  maxima  si  SE 
coincide  avec  la  direction  de  l’apheiie  (au  debut  de  l’annee  mesuree)  et  minima  si  SE 
coincide  avec  la  direction  du  perihelie. 
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Si  on  l’admet,  on  peut  ecrire 


(9) 


'( 1 — e2 ) a 


(i  + fl). 


(*  + 'Ol): 


p,  designant  la  valeur  keplerienne  tres  approximativement  commune 

a toutes  les  planetes,  et  tj,  v),  deux  quantites  tres  petites  devant  Funite. 

Les  formules  (9)  sont  verifiees  pour  Favance  du  perihelie  de  Mercure  et 
pour  ia  deviation  d’un  rayon  lumineux  rasant  le  bord  du  Soleil.  Mais  on 
n’en  peut  con.clure  que  la  loi  rigoureuse  de  !a  gravitation  soit  donnee 
par/(r)  = r. 

Posons,  en  effet, 

(10)  /(r)  = ;■  [1  + £(w)]  avec  u—j, 


la  fonction  e(m)  etant  assujetlie  a etre  tres  petite  pour  r > / (parexemple 


inferieure  a pour  u < ) et  telle  de  plus  que  u “ — £ (u)  tende  vers 

zero  avec  u et  reste  inferieur  a 1 pour  u <<  Les  deux  formules  (9)  sub- 


sistent  (•/)  et  y),  restant  tres  petits  devant  Funite)  et  les  deux  verifications 
qui  ont  si  justement  frappe  Fopinion  sont  exactement  aussi  satisfaisantes. 

Mais  la  premiere  des  formules  (7)  donne  alors,  en  appelant  e,  et  So  les 
valeurs  de  £ qui  correspondent  a r,  et  rs. 


(11) 


4 k3  a3 

rpj  p 


a 


3 

T(r  + e)- 


Einstein  choisit  e — o et  Fon  peut  prendre  pour  u.  la  valeur 

4 iz2a3  / 247r2<?2\ 

“T3"  V + T3  ) 

calculee  pour  Mercure  (1).  Mais  il  n’en  resulte  pas  que  le  choix  ee?=o  soit 
celui  qui  rende  le  mieux  compte  des  observations  astronomiques. 

L’etude  des  trajectoires  scules  (trajectoire  d’une  planete  ou  trajectoire 
d’un  rayon  lumineux)  ne  permet  pas  de  choisir  aucune  de  ces  fonctions  i(r') 
de  preference  aux  autres;  dans  l’etat  actuel  de  nos  mesures,  toutes  se  valent. 


(!)  Cette  valeur  coincide  avec  la  constante  p.,  de  Kepler,  a une  erreur  relative  pres 
1 


moindre  que 


7 X iob 
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Seule  I’etude  tres  precise  du  temps  (duree  des  annees  de  chaque  planete) 
peut  determiner  la  foriction  z(r).  Encore  faut-il  que  la  planete  soit  sans 
satellite;  sinon,  il  faut  aborder  le  probleme  de  trois  corps  au  rnoins  en  pre- 
sence, et  les  complications  de  la  tbeorie  einsteinienne  deviennent  formida- 
bles.  D’une  maniere  generate,  il  faudrait,  en  partant  de  la  formule  eins- 
teinienne, ou  la  fonction  s(/-)  est  indeterminee,  refaire  les  Tables  de 
Le  Yerrier  stiivant  la  nouvelle  doctrine,  et  determiner  la  fonction  e(r)  qui 
s’accorde  le  mieux  avec  les  observations  astronomiques.  Dans  l’etat  actuel 
des  choses,  nous  pouvons  aussi  bien,  au  lieu  de  y*(r)=r,  choisir  f(r) 
par  exemple  par  la  condition 


le  ds~  devient  alors 


r- 


(•-0 


( i — - — j-  ) [ dl - — 7-2(c?53  -v-  sin -Q  da-)\ 

\ J 1 


f-  dr 2 


l’acceleration  de  P passe  par  O;  elle  est  centrale.  au  lieu  que,  d’apres  la  loi 
d’Einstein,  elle  a une  composantc  normals  a OP. 

Approximativement  ^en  negligeant  ~ devant  1’uniteV  on  a 

f — r — y, 

et  le  dernier  ds2  pcuts’ecrire 


(12  b is) 


(i  - 7^)  [^3-  r*(d6*-i-sh\*-6d<?*)X  - 


On  peut  choisir  encore  /(r)  par  la  condition 


dr 1 


r 


ou  approximativement 


ay 

J 


f 


r \-t 
r 


log  ■ 


dl 2 — r1  ^ i — logy-  ^ (dB1  -j-  sin2 0 da-)  — dr’- . 


On  pourrait  prendre  encore 
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d’ou  approximativement 


/='■  1 


2 fX 

r 


ioe?) 


et 

04) 


ds*  = (1  - ^)  ( **  - dr2)  — log  ^ + sin2  d df  ). 


En  outre,  si  l’un  des  ds 2 ainsi  adoptes  presente  des  divergences  avec  les 
durees  astronomiques  observees,  on  pourrait  toujours  les  faire  disparaitre 
par  l’addition  a £ de  termes  de  la  forme 


/ nr  \ » 

tlC\  (n  > 1. 


Enfin,  on  pourra  toujours,  ad  libitum , ajouter  a z un  terme  arbitraire  de 
cette  forme,  n etant  assez  grand  pour  que  ce  terme  soit  petit  mais  appre- 
ciable pour  r = e (surface  du  Solei1),  mais  completement  negligeable  pour 
Mercure  et  les  planetes  plus  eloignees.  II  ne  sera  done  pas  logiquement 
possible,  si  loin  qu’on  pousse  les  verifications,  de  choisir  entre  trois  ds1  de 
la  forme  (5)  ou  le  coefficient  de  dr1  est  respectivement  plus  grand  que  i, 
egal  a 1 et  plus  petit  que  1. 

D’apres  certaines  conceptions  d’Einstein,  que  je  considere  quant  a moi, 
je  l’ai  dit  deja,  comine  audacieuses  et  speculativcs,  sa  loi  de  gravitation 
entrainerait  cette  consequence  que  tons  les  corps  se  contractent  de  la  meme 

mariie're  (a  savoir  dans  le  rapport y/ 1 — ) dans  le  sens  du Soleil, quand 

ils  s’en  rapproefient.  Pour  qu’une  telle  affirmation  fut  admissible,  il  faudrait 
que  la  loi  de  gravitation  d’Einstein  fut  la  loi  unique  imposee  par  sa  doc- 
trine; mais  il  n’en  est  rien,  et  la  meme  conception,  appliquee  au  ds2  (i4\ 
conduirait  a la  conclusion  inverse.  Il  est  vrai  qu’en  ce  qui  concerne  l’in- 
lluence  de  la  gravitation  sur  la  frequence  des  vibrations  d’un  atome,  le 
coefficient  de  dd  est  a peine  modifie  par  les  divers  choix  de  e(r),  et  par 
consequent  le  sens  de  la  conclusion  n’est  pas  renverse;  Mais  si  I’esprit 
meme  de  la  conception  est  contestable  dans  le  cas  des  longueurs,  comment 
ne  le  serait-il  pas  pour  les  durees? 

Mais  si  intei  essantes  qu’elles  soient,  ces  conceptions  metaphysiques  scien- 
tifiques  peuvent  crouler,  sans  que  soit  detruite  la  theorie  positive  de  la 
gravitation,  construite  par  Einstein. 
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STANCE  DU  LUNDI  1"  MAI  1922. 

PRESIDENCE  DE  M.  Emile  BERTIN. 


MEMOIRES  ET  COMMUNICATIONS 

DES  MEMBRES  ET  DES  CORRESPONDANTS  DE  L’ACADEMIE 

MECANIQUE.  — La  theorie  classique  et  la  theorie  einsteinienne  de  la  gravitation . 

Note  (*)  de  M.  Paul  Painleve. 

1.  Les  discussions  recentes  auxquelles  ont  donne  lieu  les  doctrines  rela- 
tivistes  m’engagent  a preciser,  sous  une  forme  que  je  voudrais  aussi 
positive  que  possible,  les  correlations  et  les  divergences  qui  existent  entre 
la  theorie  classique  et  la  theorie  einsteinienne  de  la  gravitation. 

L’expose  qui  suit  est  entierement  different  de  ceux  qu’adoptent  les  rela* 
tivistes;  en  particulier  il  ne  suit  aucunement  le  processus  d’idees  qui  ont 
conduit  Einstein  et  ses  disciples  a leur  audacieuse  et  grandiose  theorie. 
Mais  peut-etre  est-ce  le  meilleur  moyen  d’en  faire  bien  comprendre  le  sens 
aux  adeptes  de  la  Mecanique  classique,  en  meme  temps  que  de  mettre  en 
evidence  les  postulats  sur  lesquels  repose  la  nouvelle  doctrine. 

Plagons-nous  d’abord  dans  la  theorie  classique. 

2.  Les  axiomes  de  la  Mecanique  classique. 

Postulat  I.  — Les  solides  naturels,  maintenus  dans  des  conditions  idles 
que  leurs  dimensions  relatives , comparees  en  un  memc  [lieu,  d' ailleurs  quel- 
conque,  restent  constantes,  repondent  aux  proprietes  que  la  geomelrie  eucli- 
dicnne  attribue  aux  figures  invariables. 

En  particulier,  un  tel  solide  (le  sol  par  exemple)etant  regarde  comme  fixe, 
un  autre  solide,  soit  S,  dont  on  fixe  deux  elements  A et  B,  peut  occuper 
par  rapport  a S une  infinite  de  positions  : dans  ces  diverses  positions,  une  file 
d’elements  restent  fixes  comme  A et  B,  et  la  ligne  qu’ils  dessinent  possede 


8i 


(■)  Seance  du  2.4  avril  1922. 
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les  proprietes  de  la  droite  euclidienne.  Nous  adoptons  comme  metre  une 
telle  droite  solide  ou  regie,  divisee  en  parties  aliquotes.  Mesures  avec  un 
tel  metre,  les  solides  materiels  transports  avec  lui  dans  Tespace  gardent 
les  memes  dimensions.  La  longueur  d’une  courbe  qui  joint  les  points 
A et  B d’un  solide  s’obtient  en  portant  bout  a bout  sur  cette  courbe,  de  A 
jusqu’en  B,  le  metre  (ou  plutot  une  partie  aliquote  tres  petite  de  ce  metre) ; 
la  ligne  de  longueur  minima  qui  joint  A et  B est  la  droite  AB,  et  sa  lon- 
gueur definit  la  distance  AB. 

3.  Considerons  maintenant,  dans  Tether  immobile,  un  astre  tres  eloigne 
de  tous  les  autres  corps  materiels  et  immobile,  et  sur  cet  astre  un 
groupe  d’observateurs  qui  rapportent  les  mouvements  de  l’univers  a leur 
astre  ou,  si  Ton  veut,  a des  axes  trirectangles  Oxyz  lies  invariablement  a 
cet  astre  (done  a Tether).  Ils  peuventmesurer  (au  moins  theoriquement)  la 
distance  de  deux  points  fixes  A et  B a Taide  de  leur  metre  et  construire  la 
droite  qui  joint  A et  B.  Ceci  pose,  la  doctrine  classique  admet  qu’il 
leur  est  possible  de  definir  le  temps  une  fois  pour  toutes  et  en  tout  point 
• de  Tespace,  de  fagon  que  les  deux  postulats  suivants  soient  vrais  : 

Postulat  II.  — Un  element  materiel  tres  eloigne  de  tousles  autres  deceit  une 
droite  avec  une  vitesse  constante.  En  particulier,  il  reste  immobile  si  sa  vitesse 
initiale  est  nulle.  (Principe  de  Kepler.) 

Postulat  III.  — La  lumiere  dans  le  vide  se  propage  en  ligne  droite  avec  la 
meme  vitesse  en  tout  point  et  dans  tous  les  sens.  (Postulat  de  Fresnel. ) 

Le  temps  /etantmesurelocalementen  un  point  A de  TastreO  par  la  repeti- 
tion d’un  phenomene  toujours  le  meme  ('),  on  peut  donner  I’heure  en  un  autre 
point  fixe  B par  Tenvoi  d’un  signal  lumineux  de  A : si  ce  signal  part  de  A a 
Tinstant  t,  il  est  regu  par  B a l’instant  t -+-^>  l designanl  la  distance  AB  et 
V la  vitesse  de  la  lumiere  (2).  Imaginons  qu’on  substitue  a A un  autre  point 
fixe  A,  dont  les  chronometres  sont  regies  sur  ceux  de  A par  ce  precede : 
1’heure  donnee  par  A,  au  point  fixe  B quelconque  concordera  avec  l’heure 
donnee  par  A.  Il  en  serait  tout  autrement  si  la  vitesse  de  la  lumiere  n’etait 
pas  la  meme  dans  tous  les  sens. 


(')  On  verifiers  que  le  phenomene  se  repete  identiquement  en  comparant  sa  duree 
a celle  de  multiples  phenomenes,  qu’on  s’efforce  de  repeter  chacun  dans  des  conditions 
identiques  en  ce  meme  lieu  A : les  durees  relatives  de  ces  phenomenes  lesunespar 
rapport  aux  autres  doivent  rester  invariables. 

(*)  Cette  vitesse  est  mesuree  par  les  procedes  classiques,  par  exemple  par  la  duree 
(mesuree  en  A)  d’un  certain  nombre  d’aller  et.  retour  d’un  rayon  lumineux  issu  de  A 
et  renvoye  en  A par  un  miroir. 
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Ceci  est  vrai  quelque  eloignesque  soientles  points  A etB.  En  particulier, 
d’apres  les  postulats  precedents,  le  triangle  forme  par  trois rayons  lumineux 
qui  se  rencontrent,  si  grands  que  soient  ses  cotes,  jouit  des  proprietes  d’un 
triangle  rectiligne  euclidien.  La  somme  de  ses  angles  est  egale  a deux 
droites. 

4.  La  gravitation  newtonienne . — SoitP  ou  (x,y,z)  un  element  materiel 
de  tres  petite  masse  en  presence  d’un  certain  nombre  de  masses  materielles 
immobiles,  les  autres  etant  extremement  eloignees.  Les  trajectoires  de  P 
dans  1’espace  sont  les  geodesiques  d’un  ds 2 de  la  forme 

(1)  (U  -t-  h)  [dx1  -t-  dy%-v-  dz*\^s.  ( U .+  //)  dc%, 

ou  h est  une  constante  arbitraire  et  U est  une  fonction  de  x,  y,  z qui  satis- 
fait  a l’equation  classique  de  Laplace-Clairaut  dans  tout  l’espace  et  qui 
s’annule  a l’ittfini,  conditions  qui  la  determinent.  Le  temps  t est  donne  par 

(2)  dt  = — 

y/a(U-4-A) 

Si,  sans  changer  t,  on  emploie,  au  lieu  des  coordonnees.  carte- 
siennes  x , y,  z,  des  coordonnees  obliques  ou  des  coordonnees  curvilignes 
quelconques  x,,  xt,  x3  (independantes  de  t),  le  da*  (carre  de  la  distance  de 
deux  points  infiniment  voisins)  devient  une  forme  quadratique  : 

(3)  da'=^ajkdXjdxk  {j,k  = 1,  2,  3) 

et  U une  fonction  U , (x, , x2 , x3) : les  coefficients  de  ajk(x,  ,...,xk)  satisfon  t aux 
conditions  classiques  qui  expriment  que  da * donne  par  (3)  est  un  ds * euclidien , 
et  U,  satisfait  a l’equation  de  Laplace-Clairaut  en  coordonnees  curvilignes; 
ces  conditions  forment  un  ensemble  d’equations  aux  derivees  partielles  du 
second  ordre,  lineaire  par  rapport  aux  derivees  secondes,  et  invariant  dans 
un  changement  quelconque  des  variables  xn  x2,  x3. 

En  particulier,  supposons  que  les  masses  se  reduisent  a une  sphere  de 
centre  O formee  de  courbes  concentriques  homogenes,  c’est-a-dire  ayant  du 
point  de  vue  mecanique  comme  du  point  de  vue  geometrique  la  symetrie 
de  la  sphere  : les  trajectoires  de  P seront  les  geodesiques  du  ds- 

ds% '=  -+-  //^  j dr 2 + /■s(sin29  dy1  -1-  dd i)  j , 

r , 0,  <p  designantAles  coordonnees  polaires  de  l’espace  Oxyz. 

5.  La  gravitation  einsteinienne . — Nous  ne  pouvons  realiser  que  diffici- 
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lement  et  toujours  imparfaitement  les  mesures  theoriques  des  longueurs 
et  du  temps  definies  plus  haul.  D'autre  part,  nos  experiences  (quand  on 
les  analyse  a fond ) ne  font  jamais  que  constater  la  coincidence  de  deux  faits, 
au  memo  instant,  en  un  ineme  point  de  l’espace.  Or  cette  coincidence 
subsiste  quel  que  soit  le  changement  (biunivoque)  qu’on  effectue  sur  les 
quatre  variables  x,  y,  s,  t.  D’ou  1’idee  de  modifier  les  equations  de  la 
Meeanique,  en  particulier  de  la  gravitation,  de  telle  faeon  qu’elles  revetent 
une  lorme  invariante  simple , non  pas  seulement  dans  le  changemenl  des 
variables  spatiales  x,  y,  z,  mais  dans  le  changement  des  quatre  variables 
espace-temps. 

0.  Quand  il  s agit  du  mouvement  d’un  element  P (ou  de  la  propagation 
de  la  lumiere)  loin  de  tocte  matiere,  la  chose  est  immediate. 

Considerons  en  effet  le  ds 2 a quatre  variables  : 

(4)  ~ V*  dr—  dx’1  - dy'  - d-J ; 

dans  un  mouvement  quelconque  de  P,  les  eoordonnees  x,  y , 5 sont  lineaires 
en  /;  autrement  dit,  ces  mouvements  sont  definis  par  les  geodesiques 
du  ds2  precedent;  les  trajectoires  des  rayons  lumineux  sont  les  geodesiques 
pour  lesquelles  ds a est  nul.  Si  I’on  fait’  sur  x,y,  z,  t un  changement  de 
variables  quelconques,  le  ds 2 prend  la  forme  (x{ , x2,  a?:l,  «?,  designant  les 
nouvelles  variables)  : 

(u)  ds-—  jk{xu  x,,  ,r:l,  a\)d.Vjdxk  (/,  k — i,  a,  3,  4), 

ou  les  coefficients  AyAsatisfont  aux  conditions  classiques  (equations  lineaires 
par  rapport  aux  derivees  partielles  du  deuxieme  ordre)  qui  expriment  que 
le  ds-  donne  par  (5)estun  ds-  euclidien  (a  quatre  variables).  • 

Done,  — quel  que  soit  le  repern ge  adopte,  — loinde  loutr  rnatiere,  lesmouve- 
menls  du  point  P sont  definis  par  les  geodesiques  d'un  ds 2 euclidien  (d  quatre 
variables ) et  les  trajectoires  de  la  lumiere  paries  geodesiques  du  merneds2, 
pour  lesquelles  ds 2 est  nullc. 

Ce  principe  est  une  consequence  du  principe  de  Kepler  et  du  principe  de 
Fresnel,  mais  il  ne  leur  est  pas  equivalent.  II  exprime  en  effet  simplement 
que,  par  un  choix  convenable  des  variables  (et  qui  d’ailleurs  est  possible 
d’une  infinite  de  fagons),  le  ds 2 en  question  est  reducible  a la  forme 
\2dx',  — dx]  — dx\  — dx\.  Pour  obtenir  integraiement  les  principes  de 
Kepler  et  de  Fresnel,  il  faut  ajouter  que,  pour  l’un  au  moins  de  ces  choix 
des  variables  privilegiees,  x . est  le  temps  et  dx\  -t-  dx]  4-  dx\  !e  carre  de  la 


SEANCE  DU  Ier  MAI  1922.  1 1 4 1 

distance  de  deux  points  de  iespace  infiniment  voisins  mesuree  a 1’aide  du 
metre  materiel. 

7.  Supposons  maintenant,  comme  au  n°  4,  que  P soit  en  presence  d’un 
certain  nombre  de  masses  materielles  donnees.  Nous  sommes  conduits,  par 
ce  qui  precede,  a admettre  ce  postulat  : 

Postulat  IV.  — Le  mouvement  d'un  point  materiel  quelconque , en  presence 
de- masses  donnees , sous  la  settle  influence  de  la  gravitation,  est  de/ini  par  les 
geodesiques  d'un  dr  de  la  forme  (5),  oil  les  Ajk  satis  font  a an  ensemble  de 
conditions  invariantes  dans  tout  changement  des  quatre  variables  x , , x a,  x s , x , . 

Les  trajectoires  de  la  lumiere  sont  definies  par  les  geodesiques  qui  corres- 
pondent a dr  — o. 

Par  analogie  avec  la  Mecanique  newtonienne  et  avec  le  cas  oil  toutes  les 
masses  sont  tres  eloignees  de  P,  on  admet  en  outre  : 

i°  Que  ces  conditions  doivent  itre  des  equations  attx  derivees  partiellcs  du 
second  ordre  lineaires  parrdpport  aux  derivees  du  deuxieme  ordre; 

2"  Qu’elles  doivent  laisser  aux  Ajk  I’exacte  indetermination  necessaire  que 
cornporle  la  question. 

C’est  ainsi  qu’on  parvierit  aux  conditions  einsteiniennes  qui  astreignent 
les  Ajfx,,  x.,,  x.t,  x . ) dits  potentiels  de  gravitation, 

Quand  les  masses  sont  immobiles,  si  1’on  prend  comme  parametre  x le 
temps  t,  on  admet  encore  ces  deux  postulats  : 

Postulat  V.  — Le  ds 2 nr.  renferme  pas  t expliciletnenl.  (Principe  de 
causalite.) 

Postulat  VI.  — Le  ds-  ne  change  pas  quand  on  change  t en  — t. 
(Principe  de  la  reversibilite.) 

Le  ds 2 est  alors  necessairemenl  de  la  forme 


(6) 


ds 2 r= 


Li  (x,,  xt,  x3) 


— dn' 


(U  > o), 


oil  da2  est  de  la  forme  (3),  mais  n’est  plus  euclidien  (u  3 variables). 

On  sait  (de  par  la  correlation  entre  le  principe  d'Hamilton  et  le  principe 
de  la  moindre  action)  que  les  trajectoires  de  P sont  alors  donnees  par  les 
geodesiques  du  ds\  a trois  variables  dA*  = (U  -\-h)da-,  h constante  arbi- 
trage, et  t par  dt  = — jy ~~ 1 Les  trajectoires  de  la  lumiere  s obtiennent  en 

faisant  h = o,  d’oii  -alors  dt  = \/U  da. 

Remarquons  que  le  postulat  III  (Principe  de  Fresnel)  est  modifie;  il  n’est 
plus  vrai  que  loin  de  toute  matiere;  et  ainsi  modilie  il  rentre  dans  le  pos- 
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tulat  IV.  Mais  nous  gardons  jusqu’ici  tous  les  autres  postulats  et  notam- 
ment  le  postulat  I. 

8.  Insistons  sur  le  cas  particulier  ou  les  masses  se  reduisent  a une  masse 
unique  ayant  la  symetrie  d’une  sphere  de  centre  O,  et  soit  toujours  r,  0,  y 
les  coordonnees  polaires  de  l’espace  0 xyz.  La  symetrie  et  les  conditions 
einsteiniennes  montr.ent  que  le  ds 2 est  necessairement  de  la  forme  trouvee 
par  Schwarzschild  (les  unites  etant  choisies  de  fa?on  que  V = i) 

(7)  ds'-  — ( 1 — — ')  dp  — p^sin^efo2-*-  dO1) — — , 

\ P / ' _ 2fJL 

0 

u.  designant  une  constante  et  p une  certaine  fonction  de  r,  fonction  inconnue 
dont  nous  savons  seulement  qu’elle  devient  infinie  avec  r. 

La  comparaison  avec  les  lois  de  Kepler  et  de  Newton  montre  aussitot 
que  u est  positif  (*)  et  differe  tres  peu  de  la  constante  d’attraction  newto- 
nienne,  et  que  p differe  tres  peu  de  r au  moins  dans  les  limites  de  notresys- 
teme  solaire.  Si  posant  p = r,  on  calcule  l’avance  du  perihelie  de  Mercure  et 
la  deviation  des  rayons  lumineux  par  le  Soleil,  les  observations,  comme  on 
sait,  sont  conformes  au  calcul.  Mais  la  discordance  avec  la  troisieme  loi  de 
Kepler  ( quand  on  suppose  connus  les  grands  axes  des  ellipses  kepleriennes ), 
entraine  par  siecle  des  ecarts,  de  1’ordre  de  10  minutes  de  temps,  soit  pour 
Mercure  de  1’ordre  de  2 minutes  d’angle;  seulement  les  grands  axes  ne  sont 
pas  connus  avec  assez  de  precision  pour  permettre  de  trancher  entre  les  deux 
lois.  Si,  par  la  suite,  le  progres  des  observations  faisait  ressortir  des  diver- 
gences appreciables  entre  la  realite  et  les  consequences  de  la  formule  de 
Schwarzschild  ('),  la  theorie  telle  que  nous  l’avons  exposee  permettrait  d’y 
pqrer  en  posant  p — r [ 1 H-  £ (r)J,  e etant  une  fonction  de  r tres  petite  pour  r 
variant  dans  les  limites  du  systeme  solaire.  Cette  correction  n’entrainerait 
qu’une  modification  relative  tres  faible  de  l’avance  perihelique  et  la  devia- 
tion du  rayon  lumineux  (3). 

9.  Le  point  de  vue  qui  precede  est  celui  auquel  je  me  suis  place  dans  mes 
Communications  anterieures.  II  conserve  (conformement  aux  conceptions 

(')  .4  priori,  p,  dans  (8),  pourrait  etre  negatif  et  les  trajectoires  de  P tourneraienl 
leur  convexite  vers  0 comme  dans  le  cas  d’une  repulsion.  r 

(2)  Le  rayon  vecteul-  n’est  pas  mesure  directement  au  metre,  mais  par  des  observa- 
tions optiques;  1’influence  de  I’incurvation  des  rayons  lumineux,  comme  plus  loin 
I’abandon  de  la  geometrie  euclidienne,  n’enlraine,  dans  la  determination  des  parallaxes, 
que  des  corrections  actuellement  imperceptibles  a nos  mesures. 
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de  Poincare)  la  geometrie  euclidienne.  Appelons,  pour  abreger,  la  theorie 
precedente  la  theorie  semi-einsteinienne  de  la  gravitation.  Mais  on  peut 
adopter  un  autre  point  de  vue  qui  consiste  a renoncer  au  postulat  I et  a le 
remplacer  par  le  postulat  I bis  : 

Postllat  I bis.  — Lorsque  le  ds 2 de  la  gravitation  a regu  la  forme  (6)  oil  t 
designe  le  temps , do  mesure  la  distance  de  deux  points  fixes  infiniment  voisins. 

Si  Ton  veut  encore,  le  plus  court  chemin  mesure  avec  le  metre  materiel 
entre  deux  points  fixes  A et  B de  l’ether  est  une  geodesique  du  do-  : le  voi- 
sinage  d’une  masse  materielle  influe  sur  les  proprietes  geometriques  des 
solides  naturels. 

La  divergence  entre  les  deux  theories  des  noa  7 et  9 est,  dans  le  domaine 
astronomique,  imperceptible  a nos  mesures  actuelles.  La  theorie  du  n°  9 
coincide,  dans  ce  domaine,  aveccelle  d’Einstein,  mais  l’expose precedent  ne 
fait  intervenir  ni  modification  du  temps,  ni  aucune  consideration  de  la 
relativite  restreinte.  II  reste  a le  comparer  avec  la  doctrine  integrale 
d’Einstein  : ce  sera  I’objet  d’une  prochaine  Communication. 


ANALYSE  MATHEMATIQUE.  — Le  theoreme  de  Cauchy  sur  I’inlegrate  d' une 

fonction  entre  les  limites  imaginaires.  Note  de  M.  G.  Mittag-Leffi.er. 

II  parait  que  je  me  suis  mal  exprime  dans  ma  Note  ('),  puisque 
M.  Goursat  tient  a preciser  dans  une  Note  (*)  que  sa  demonstration  du 
theoreme  de  Cauchy  est  la  premiere  qui  ne  fasse  intervenir  aucune  condi- 
tion du  genre  de  la  sienne.  Autant  que  je  sache,  c’est  aussi  le  cas,  et  per- 
sonne  n’a  plus  que  moi  admire  cette  belle  demonstration  qui  suppose 
essentiellement  moins  que  la  demonstration  admise  en  general  comme  celle 
de  Cauchy.  Mais  cela  n’empeche  pas  que  j’ai  publie  deja  en  1873  (3)  une 
autre  demonstration  qui  suppose  elle  aussi  moins  que  la  condition  de 
Cauchy.  C’est  seulement  en  ajoutant  k ma  condition  B (*)  la  condition  C 
qu’on  obtient  la  condition  D de  Cauchy.  Voila  pourquoi  j’ai  pu  dire,  chose 
sans  importance  du  reste,  que  j’avais  publie  une  demonstration  supposant 
moins  que  celle  de  Cauchy  27  ans  avant  M.  Goursat. 


(')  Comptes  rendus,  t.  174,  1922,  p.  789. 

(5)  Ibid.,  p.  836. 

(3)  Svenska  Vet.  Ak .,  traduction  aliemande  Gottinger  ISachrichten,  1874. 
{’*)  Comptes\rendus , t.*174,  1922,  p.  790. 


